LA GEOMETRIA DESCRITTIVA NELL'ERA INFORMATICA
Riccardo Migliar

rima ancora di entrare nell'angomento, mi sembra indispensabile chiarire

che cosa intendo quando sorivo ‘geometria descrittiva’,
E legittima, infatti, associare questa espressione al nome dil Gaspard Monge,
che I'ha coniata, e percd anche i conterwti di questa sdenza ai contenti
dedle trattaziond di Monge stesso e della sua scuola. Questi contenati, tutta-
wia, non rappresentano inteno patrimonio della scienza e dell'arte di rappre-
sentare gli oggetti a tre dimensioni. Tutti sappiamo, ad esempio, quale mode-
sto e dimesso ruolo vi abbiano ka prospettiva e la teoria delle cmbre e del
chiaroscuro. Percid, quando parlo di geometria descrittiva intendo non solo
guella insegnata da Monge. ma quella prima ancora insegnata da Piero della
Francesca, da Guidoubaldo del Monte, Girard Desargues, da Brook Taylor, da
Ameédée Francais Frazier e poi ancora, da Wilhelm Fedler e Edmond Brunhes,
per citaee sobo alcuni momi, i prni che mi vengone a mente, in quell'affollato
ritratto che pelebra la storia defla nostra scenza.
(50 premesso, possiamo affermare che, da tempo immemorabile, la geome-
tria descrittiva & un insostituibile strumento del progetto: essa @ sintesi di
arte, S0eNza e temica, (ome | mestien nei qual trova applicazions.
Laspetto scientifico della geometria descrittiva si manifesta sopeattutto nella
teoria, come quello di qualsizsi scienza, mentre 'aspetto artistico e tecnico si
palesa nelle applicazioni.
La multiforme warieta dei contributi che compongono il corpus attuale della
disciplina, deriva dalla comispondente vaneta degli Autori: grandi artisti,
matematici, fisici e ingegneri; ed esprime la simtesi, unica nel panorama delle
scienze, che ho sopra ricordato.
Dalla seconda metd del Movecento, tuttavia, il compito di swiluppare, inse-
gnane e consendane questo patrimonio di cultura & quasi esdusiamente riser-
vaho agh architetti e, percid, la geometria descrittiva @ tra be poche disapline
scientifiche di loro esclusiva competenza.
Osservando questo quadro, si pud andhe notare come La geometria descritti-
va si sia aooesciuta dil nuove scoperte e perfezionamenti fino, all'incinca,
alllinizio del secolo scorso, per poi riposare in uno stato che defininei conser-
vativo, fatte sahve pochissime excezioni, Tra la fine dell'Ottocento e i prim del
Movecento si collocano dse contributi che ritemgo fondamentali, perché
manifestans, precocemente, una stanza di rinnovamento e, con essa, il biso-
grno di continuare una evoluzione che si avwertiva ormai stanca.
Il prima di questi contribugi si deve a Wilhelm Fedler: il suo trattato?, profon-
damente innovative, propone una nuova visione deil metodi di rappresenta-
sone che sono collocati tutti nell’ambito della prospettiva, della quale oosti-
tuisoono altrettanti casi partioolasi.
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W seconda contributo & invece di Brunhes, fratello
lasalliano che, all'uso della sowola cui appartiene,
firma ke sue opere con be iniziali del superiore e
sk in ultimo, divenuto superione egli stesso, oon le
iniziali EGM. (Fratel Gabriel Marie)2. Brunbes iden-
tifica alcune criticita della geometria descrittiva del
suo tempo: la mancanza di unificazione nella ter-
minologia, la presenza, conseguente, di locuzioni
crconvolute, Finsufficente importanza attribuita
alla lettura e alla immaginazione dello spazio, la
ricerca di nuowe soluzioni; la ricerca di possibili
semplificazioni. E, a riquardo, presenta aloume pro-
poste come Muso deqli aggettivi "frontale’ e “oriz-
zontale’ per definine rapidamente la giacitura &
piani, I'uso del conbomao apparente nella scluzione
di alouni probliemi di tangenza, e |"abolizione delle
Sappiama, 3NCora oggl non butte queste raccoman-
dazioni sono state accolte.

Dicevamo di aloune eoceziond che segnand |a stasi
del Mowexento. E vorred, a questo proposito, rende-
re omaggio almemo a Orseolo Fasole e Uge
Saccand, che rimangono ancora oggi un punto di
riferimento per quanti si ocoupano dei probliemi
della ricerca e dell'insegnamento in questo delica-
to settore dil studi propedeutic alla farmazions del
progettista.

Forte dii questo potenziale formativo, ka geometria
descrittiva ha interpretato ancora il uolo centrale,
che Maonge be avewa attribwito, fino alla fine del
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secobo, ma gia mel 1987, con la wersione 10 del
noto programma AutoCAD & stata offerta la possi-
bilita, a chiungue fosse in possesso di un personal
computer, di compiens uNa esperienza geometrioo
desorittiva del tutto nuova: il disegno nello spazio
tridimensionale. Sequirono, assai rapidamente,
programimi sempre pild agili & potenti fino agli stru-
menti attuali che, in quell'ormai lontano “87, era
persino difficile immaginare.

Ma soffermiamoci, sia pur brevemente, su questo
momento epocale
Chi si oooupa di geometria descrittiva sa che que-
sta scierza insegna ad operare nello spazio serven-
dosi di costnuzioni geometriche piane. Come inse-
gna ho stesso Monge:
il primo scopo della geometria descrittiva & rap-
presentare Con esatterza, sw disegni che hanno
solo due dimensioni, gli oggetti che ne hanno tre
e che sono suscettibili di una definizione rigorosad,

Ebbene il computer offre finalmente la possibilita
di sequire una via pid beeve, che consiste nel rap-
presentare, in una spazio virtuale che ha tre dimen-
sioni, gli oggetti ‘che sono suscettibili di una def-
processo autcmaticn, ma si imita a renderlo evi-
dente. Mi spiego meglio. Quando si rappresenta,
ad esempin, un dodecaedro nel metodo delle pro-
sezioni ortogonali, si segue, a grandi linee, questo

processo {fig. 7): i discute e si sceglie ka via che si
intende seguire nefla costruzione e ve ne somo
molte possibili; ad esempio si possono utilizzare le
proprieta geometriche del poliedro per stabilire le
quote assunbe dai verfici quando una defle facce
appartiens al piano orizzontale (wedi, ad esempio
Gino Fane®, a sinistra nella figura), oppure si parte
dallo sviluppo di sei facce sul piano orizzontale e si
richiudono poi nello spazio con Foperazione irmver-
sa del ribattamento’ (vedi Gino Loria, a destra,
nella figural;

si compiono e operazioni suddette servendosi
defle proiezioni grafiche, che permettono, come si &
detto, di operare nello spazio attraverso costruzioni
geometriche piane. Ebbene, se si vuole rappresen-
tare il dodecaedrn neflo spazio virtuale del compu-
ter, s5i dewe sequire esattamente il medesimo peo-
cess0, 0on una sola differenza, dhe riguarda la
seconda fase: qui le operamioni possomo essere
compiute direttamente nello spazio, serza la
mediazione delle proiezioni. Fatho, questo, di non
poco conto, come vedremo, anche in termini di
accuraterza del risultato. Una wolta costruito Fog-
getto, si pud sempre chiedere alla macchina &
generame ke prodezioni, S necessarno, e queso, si,
# un processo automatico (fig. 7).

Dungue 2 geometria descrittiva @ ancora presente
nel processo di costruzione, anche s2 non si oooupa
pill, in particolare, di elaborare be proiezioni grafi-
che, Ma, come se ¢ non bastasse, la rappresenta-

zione esatta degli ogoetti non & il solo compito
giana esiste, infatti, un secondo scopo che @
che discends, per conseguenza, dalle lora forme &
dalle loro posizioni reciproche; e, in tal senso, b
geometria desarittiva & un mezzo per la ricenca
diella verita scentifica e offre esempi perpetu del
passaggio dal noto all'ignoto. . &
Qui & opportuno soffermarsi sull espeessions ‘pas-
saggio dal noto allignoto’. Monge, infatti, non si
riferisce all'owvio guadagno dhe la rappresentazio-
ne di un oggetto fomisce alla conoscenza dell'og-
getto stessa, ché, se cosi fosse, awnebbe detto 'dal-
I'ignoto al mate”. Chi progetta, ad esempio, 52 bene
quanty utide sia il disegno per chiarire, verificare e
precisare [idea progetiuale. Questo & un passaggio
dall'ignoto, da cié che unlidea anooea non ha
espresso, & moto, al completamento, all'amicchi-
mento, 2l maggior risaio & un'idea. Monge dice,
imvece, dal noto all‘ignoto, il che nom pud avere che
un senso: emaa:llmaipﬂmteeﬁetmm
co del disegno. Quando si disegna, infatti, ¢ si
imbatie spesso in nuove scoperte, che possono
riguardane, ad esempio, proprieta geometriche soo-
mosciute. Dand, nel sequitn, qualche esempio recen-
te di gueste poterziality della geometria descritti-
va, ma qui worrei ricordane almena il caso di Ywon
Willarceau che scopre una dasse di sezioni circolar
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del toro, quella che si ottiene con i piani bitangenti
(i'g ), disegnando una épwre, una tavola’.

E allora, preso atta di questo importantissimo nuolo
che il disegno ha nella ricerca in geometria descrit-
tiva, & doveroso chiedersi quali effetti ha awuto e
awrd l'awwento delle nuowe tecniche alle quali
abibiamo Eatto cenmno, neflo sviluppo della ricerca in
La storia della scerza & ricca di esempi del nuolo
che gli strumenti assumono nella conguista di
ruove conoscerze. || cannocchiale diede modo a
Galileo di osservare i satelliti di Giove, ma nom gli
permise di comprendere la forma di Sabumao, con
nare malto da vicino grazie alle sonde e ai telesco-
pi montati su satellite. £ percit del tutto legittimo
chiedersi quali opportunitd offrono i comparter al
progresso della geometria descrittiva,

I computer attual, dotati di programmi per la
operazioni fondamentali, che prima della rivaluzio-
ne informiatica non erano possibili;

1. dissgnare nello spaznip tridimensionale, come
abbiamo gid detto;

2. utilizzare nelle costruzioni e melle dimostrazion
geometniche corve e superfic quaksiasi e non pild
sod0 la retta e il cenchio;

3. realizrave tracciati almeno cendo volte pid acou-
rati di quanto avweniha in passafo,

A queste tre prestazioni elementani si deve poi
aggiungere la possibilita, che come vedremo non &
da trascurare, di realizzare rappresentazioni molto
efficaci, dotate di omibre e chizroscurg, trasparenze
o rillesl. i movh ! s

E<amini I o chaicking st

ni della costruzione geometrica che sono ke linee.
In passato, come & noto, era permesso ['uso, nelle
costruzioni geometriche, di due sofi strumentic L
riga & il compasse. Cid significa che, come meglio
vedremo tra poco, mon era ammesso usare, ad
esempin, una parabola o andhe una qualsiasi ourva
luogo, anche se non mancano aloune eccezioni
come, ad esempio, nel problema di Delo o nella tri-
sagione dell’angole®. Wi sono due motiv, io ceda,
e spiegano questo divieto: il primo & da ricencare
nel fatto che il sistema logioo deduttiva dil Euclde
comprende e utilizza softanto la retta e il cenchio, &
pencit la riga e il compasso, che sona gli stramenti
the tracciano gueste due Binee. Il secondo motiva,
invece, & da ricercare nella acouratezza del traccia-
mento: iin passato, infatti, riga e compasso erano i
sofi strumenti affidabili. in particolare il compasso
ed & infatti questa considerazione a motivare la
"Geometria del compasso” dil Losenoo Mascheroni®
(1797), opera destinata, come spiega |'Autore, a
migfiorare ka costruzione degli strumenti che fanno
uso di quadranti, come gli strumenti nautici e topo-

Ma qual & l'accuraterza di un grafico tracciato con
nga e ompasso? L'acouratezza & in relazione allo
spessore del segno. Consideriamo, ad esempia, un
punito sitsato nella intersezione di due rette per-
pendicolar, rappresemtate da un segno di un deci-
mo di millimetro di spessore: & evidente che il
punito pud trovarsi ovungue all'inberno del quadia-
to comune ai due segni. Questo quadrate ha una
diagonale che misura radice di due e quindi I'acou-
ratezza di questo ipotetico disegno & pani a cinca
1,4 decimi. Cib significa che il punto pud trovarsi
nell'uno o nell’altro estremo della diagonale, il che
misura anche Mincertezza del tracdiato.

Naturalmente questo esempio & pooo significativo,
perché, i realta I"accuraterza del disegoo & di gran
lunga peggion: a causa del sommarsi degli emror,
ma serve egregiamente per comprendere le diffe-
rende, quanto ala accuratezza delle costruzioni, tra
un grafico e una costnazione digitalke.

Anche | computer, infatti, hanmo Emiti di accuratez-
za. Questi imiti derivano dalla necessita di elabo-
rare numeri finiti @ comportano sihsazioni parados-
sali. Infiatti, per owviane ai lmiti & precisione, | pro-
grammabori stabiliscono valor di tolleranza entro i
quali diee punti vengono considerati coincidenti
anche se, in realitd, non lo sono. Se, ad esempio, la
tollerarza @ di un millesimo di millimetro (un
miicron) due punti vengono considerati coincidenti
se iistano meno di wn micron e distinti se distang
pita di un micron. Per indiso, Cio comporta situazioni
paradossali come guesta: 52 A e B sono distanti
mena di un micron, percid coincdone, e B e € sono
anche distanti meno di un micon, pud aveenire
che A & C non coincidzano.

Ma, lasciando a chi si ocoupa di programmazions,
questi non facili problemi, resta il fatto dhe i pro-
grammi per la modellazsone informatica hanno
una accuratezza almeno cento wolte migliore di
quella grafica, vale a dire un micron contro wn ded-
mo di milimetro. Perdid, se Mascheroni tomasse a
occuparsi di geometria, non v'é dubbio dhe ripor
rebbe @l compasso nefla sua oustodia di welluto e i
senvirebbe del computer per disegnare.

Se consideriamo ora il fatto che @l comparter applica
la medesima cura nel tracciamento di rette e cer-
chi, come di curve qualsiasi, possiamo conchuders
iche & lecito, e auspicabile, impsegare nelle costru-
zZioni geometriche attuali non solo riga e compasso,
ma anche le coniche e altre curve algebriche, se
necessario. noltre. ricordando il fatto enanciato

per primo e cioé che il disegno s svolge ora nello
spazio, & lecito introdurre, tra be entith usate nelle
costruzions, anche le superfici,

Ad esempio, cosi come in passato si @ usato il cer-
chio quale luogo geometrico dei punti equidistanti
da un centro, cosi 0ggi si pud utilizzare la sfera. Nel
opposti di un segmento e per raggio il segmento
stesso, S intersecano in due punti che individuano
la retta perpendicolare al segmento nel suo punto
medio.

Mello spazio, due sfere che abbiano centro negli
estremi di un segmenta e per raggio ¥ segmento
stesso, si intersecano secondo un cerdchio che indi-
wvidua il piamo perpendicolare al segmento nel swo
purito medio. £ un esempio banale, ma che fa capi-
re le potenzialitd dello strumento,

Un esempio meno banale & offerto dalla costnuzio-
ne dei piani tangenti condotti da una retta a wna
sfera. La soluzione classica di questo problema
consiste nella costruzione del piano che passa per
il centro della sfiera ed & perpendicolare alla retta
data: questo piano ka in comune con la sfera un
cerchio massimo e con la retta un punto. Le due
tamgenti che si possono condurre dal punto al cer-
chio, individusano, con la retta data, | due piani tan-
genti. Una solumione altemativa wiene proposta
prima da Jean Pieme Nicholas Hachette®® e poi
ancora da Brunhes?, nel suo sforzo di dare gene-
ralita ai procedimenti della geometria descrittiva e
consiste iin questo procedimento: si staccane sulla
scono i contorni apparenti della sfera nispetto
all'vmo e all'altro di questi punti. Quest contomi
sono due cerchi minori, che hanno due punti in
comune, Ciascuno dil questi due punti forma, insie-
me ai due staccati sulla retta, una tema, che indi-
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vidua uno dei piani tangenti. Ova, io immagine che
nel primo nowecento guesta soluzione potesse
apparire poco pratica. Ma oggi & quanbo mai attua-
le, non solo perché & veloce, essendo la costruzione
del contorno appanente una prestazione proiettiva
di base in un softwane che si oocupa di rappresen-
tare ghi oggetti, ma anche penché & del tutto gene-
rabe. (5 significa che questa costruzione non solo
fomisce i due piani tangenti ad una sfera condotti
per una retla assegnata, ma anche gl i piami tan-
genti ad una superfice gualsiasi (fg. 4.

(30 premesso, wormedi mostrare un esemgeo del
modo di operare degli strumenti digitali quando
sono applcati alla geometria descrittiva. Ho scelto
il probllema di Apollonio, per due ragioni fonda-
mentali: la prima & relativa al condizionamento
esencitato su guesto problema, nei secoli, dai limiti
della rappresentazione grafica; la seconda @ relati-
va, imvece, al superamento di questi limiti, che s
ottiene per effetio delle prestapioni particolan
della rappresentazione digitale, sopra ricordate:
spazialits, generalith, acouratezza.

Il problema di Apolbonio pud essene posto tamto mel
piano, quanto neflo spazio. Nel piano sono date tre
entita, scelte tra punti, rette e cerchi, & i wuole
costruire # cerchio che e tocca tutte e tre. Nello
spano somo date guattno entita, scelte tra punti,
piani e sfere, e si voole costruire la sfera che le
tocca tutte e quattro. Nel piano si hamno, percid,
invece, le combinariond sono quindici.

Il punto e la retta possono essere wisti come dege-
nerazioni del cenchio, quando il raggio si annulla o
cresce fino a diventare incommensurabile. E altret-
tanto pud dirsi nello spazio, del punto e del piano

i

come degenerazioni della sfera. Considerazione,
questa, che giustifica il fatto che tutti questi pro-
Iblemi siano stali racoolti in uno.

Apollonio, olftre ad avere scritto il trattato sulle
woniche che gli ha dato fama immortale, & autore
di maolti altri libri, e tra questi di un"opera suil con-
‘tati, owwero sulle tangenze, che & andata perduta.
Fortunatamente, Pappo Allessandring, matemation
del W secole d.C., ci ha lasciato, mella sua
Synagoge, un brewe resoconbo del contenuto di
questa libro perdisto. Pappo riferisce che Apolkonio
diede la sobuzione del problema mel piano, ma non
spiega quale fosse questa soluzione. Nel 1588 fu
Collezioni di Pappo, opera di Federico
iCommanding'2, | matematici del tempo si accorse-
ro cosi del problema di Apollonio e fecero a gara
per ritrovare la soluzione originale. Il primo a dare
una risposta fu Adrizan Van Roomen, uno studioso
belga, cggi quasi dimenticato, che pubblicd, nel
1596, la sua soluzione in una brewe trattazione
intitolata Problema Apolloniacum? (fig. 5).

Van Roomen considera il pil complesso ded dieci
casi, quelho in cui sono dati tre cenchi, e ossenva che
il lwogo geometrico dei punti equidistanti da due
cerchi distinti & un‘iperbole che ha i fuochi nei cen-
tri deid cerchi

E facile werificare la scoperta di Van Roomen, e
indatti (g E): chiamiama A e B i centri dei dse cer-
chi dati e supponiaemno che P sia uno dei punti cer-
centro in A e in B. Le distanze suddette si misara-
no, evidentemente, sui raggi AP e BP, nei segmenti
CP e DF, dove € e D sono i punti che i raggi AP e
BP hanno in comune, rispettivamente, con le due
circonfenenze: Posto che, per assumto:

CP=DP

Percid AP — BP = k, il che significa che il punto P,
e con i qualsiasi punto che sia equidistante dalle
due circonferenze date, gode di questa proprieta: la
differenza delle distanze di P dai centri delle due
circonferenze @ costante. Ova, come ognuno sa, e
come noi (ma pon Vian Roomen) potremmo elegan-
temente dimostrare oon Dandelin® {fig. 7), questo
luogo & una iperbole e i swoi fuachi sona i centri des
due cerchi dati!

Resta da chiarire se I'iperbole o cui sopra & anche
individuata, cod se pub essere costruita con gl ele-
menti a mostra disposizione. In effett, il punto P &
stato ipotizzato come esistente, ma non lo & di
fatto, e tuttawia, oltre ai fuochi, noi possediama un
aftro punto dell'iperbole e precisamente uno dei
wertici {fig. B). Questo vertice &, con tutta evidenza,
il punta ¥, medio del segmento QR staccatn, dalle
duse circonderenze, alllinterno di AB. Infatti, questa
purto W & equidistante dalle cinconferenze e percid
appartiens all‘iperbole, inoltre appartiene alla retta
che passa per i fuochi, cioé all"asse dell'iperbole, e
percid &, come si diceva, uno dei verticl. Pencid, pos-
siamo tracdare Fiperbole 3 merzo dell’asse tra-
swerso e del swo comiugato. Con centro nel purito
medio 0, del segmento AB, che & anche il centro
delliperbole, essendo equidistante dai fuochi, si
traccia la cinconferenza o diametro AB. Per il ver-

tice W si conduce una perpendicolare all'asse AB
fino a incontrare la droonferenza nei punti Ee F. Le
rette EQ e FO descrivono gli asintoti dell'iperbole.
5i complieta il rettangolo che ha EF come lato e
EOQ, FO come semidiagonali. Le mediane dii questo
rettangolo {oonsiderate in grandezza e posizions)
sono Fasse trasverso delliperbole (guelle che
appartiene ad AB) e il suo coniugato, detto andhe
asse non trasverso, e determinano |iperbole sbessa,
la quale pud essere tracciata, in un disegno digita-
le, com acouratezza pari a quella di un cerchio,
(i premesso, & evidente che tutti | punti che
appartengono all'iperbole, come ad esempio T,
sono centri di cerchi che boccano simultaneamente
ke due circonfererze date. Ma ogni iperbole ha due
rami, simmetrici mspetto agli assi. E se i punti del
prima ramo che abbiamo costruito, quelio pil vic-
mo alla circonferenza di raggio minare, sono centri
dii perchi tangenti, quale proprietd awanno i punti
del seconda ramo dell‘iperbole

Essi sono i centri di cerchi che togcano ancora i due
dati, ma in un modo diverso. B primo ramo, quello
che abbiiamo costnuito vicing al cerchio dii minor
diametro, & luogo dei centri delle cinconfierenze che
toccano i due cerchi lasciandoli entrambi all'ester-
no, mentre il secondo ramo & luogo dei centri delle
circonferenze che toccano i due cenchi dati com-
prendendoli entrambi al loro interno, come si veri-
fica immediatamente, sia ripetendo il ragionamen-
to gia fatto con € e D dalla parte opposta dei cer-
chi dati, sia descrivendo un cerchio con centro sul
secondo ramo dell‘iperbobe, tangente a uno dei cer-
chi dati, per controllare poi che risulti tangente
anche all'altro. E questa verifica pu essere presa
come esempio di guel procedimento sperimentale
che, s2 non convalida un'ipatesi, & perd in grado di
suggerirla & vema poi il ragionamento a dare le
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necessarie conferme.

bili sitsazioni: quella dii cenchi che sono amoora una
wolta tangenti a entrambi i cerchi dati, ma toccano
Funo all’estermo, mentre comprendono 'altro al
loro intema e vicewersa. Per costruire anche i luo-
barsta considerare un segmento QR che attraversi
wno dei cerchi dati fino 2 toccado con il primo
estrema, mentre il secondo estremo tooca il secon-
do cerchio dall’esterna (Fg. 5). Applicando fe mede-
potremo gemerare una seconda iperbale, confiocale
alla prima, i cui due rami sono i luoghi geometrici
dei centri deil cenchi che, come si & detto, toccana i
comprendona |altvo al lono intermao.

ni e altrettanta facilita, si pud dimostrare che il
luogo geometrico ded punti equidistant da un cer-
chio & da un punto & ancora uniperbole, che @

k.

Figy §
lucgo dei punti equidistanti da un cerchio e da una
retta & una parabola, e che il lwogo dei punti equi-
distanti da due cenchi dei quali Muno sia intemo
all'altro @ un'ellisse.

Ora & evidente che, dati tre elementi, ad esempio
tre cerchi, & costruite e tre coniche che rappresen-
tano i heoghi sopra desaritti per diascuna coppia,
queste coniche si intersecheranno i punti che
somao centri di cenchi che soddisfano La richiesta del
problema (fig. 10

Dungue appare chiaro, e Gd anche per merito del
disegno, che la soluzione non & una sola, come si
dettn, ogni cerchio tangente i tre dati pud avere un
comportamento diverso rispetto ad wno di questi
cerchi: pud lasdaro all'estermo o comprenderio
allinterno e poiché tre sono i cenchi da toccare in
due modi, si hanmao in tutto otto possibili sokuzioni:
sei alterne (internafesterno) e due omologhe, Per
descrivere queste soluzioni si pud ricomere a una

semplice convenzione: se A, B e € sono i tre cerchi
dati, si chiama AIBICi il cenchio che tocca quelli
dati comprendendoli tutti allinterno, AeBeCe il
cenchio che tooma i cenchi dati lasciandoli futti
allesterno e wosi via, giocando sugli indid i ed e
per indicare le warie combinazioni, come nella
tabella che segue:

anQende o un Cercheg nspetio 20 aitn ire
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Queesta soluzione di Van Roomen appare oggi sem-
plice ed elegante, ma non cosi I'ha giudicata ka sto-
ria. Infatti, due anni dopo la pubblicazione del
Froblema Apolloniacum, Frangois Vigte risponde a
¥an Roomen con um Bbretto dal titolo Apollonius
Gallus!s, nel qualle, prima di dare la propria scbuzio-
ne, critica aspramente il collega belga. Vale la pena
dil considerare brevemente |'incipit di questo scrit-
to, perche dimostra, tra Faltro, il reclo che i dise-
gno ha ansto in questa tormentata vicenda.
Serive dungue Viéte:
Riguardo al problema & Apacllonio del disegno
d'una dnconferenza che toodhi tre circonferenze
date foh Blustrissimo Adriano) ho proposto, a chi &
amanie della ricerca, di costruira secomda un prin-
cipio geomnetrico, & non meccanico. Costruendo La
E infatti non & possibdle, in geometriz, descorivere le
iperboli con metodo scentifico. Meneomo ha
duplicato il cubo tramite parabole, Micomede tra-
mite concoidi, e allora? Forse che per questo il
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ofbo & stato duplicato geometricamenta?
Dinostrato ha quadrato @ ceschio tramite una
curva imegolare [la “trisettrice” nota anche come
‘quadratrice” n. d. A.], Anchimede imvece tramite
una spirale regolare, e allora? Forse si @ oosi otte-
nuta, geometricamente, k quadratura del cerchio?
In weritd, nessun geometra oserd affermarlo.
Redamerebbe Eudide, e con lui tutta la sua sowola.
Dii consequenza, oh illustrissima Adriano — e anzi,
se jpreferisc, oh Apolfonio Belga! — dal momenty
che il problema che ho proposto & rel piana, ma by
in realta I'hai swiluppato come se si trattasse di un
problema posto nello spazia, né hai peovato lin-
contro delle iperboli, dhe ammetti per i tuci soopi,
né potresti provarka in ogni caso, poiché in efett
se gli asintoti fossero paralieli sarebbe un Lavor
inutilie — e del restio gl antichi esitarono sempre a
tracdane sexioni coniche in piano — congeda e
linee spurie e da un Apollonio gid ridestato presso
le rive dell’Oceana di Aguitania impara in pi |'abi-
le esercizio del mestiene scientifico’s,

Come si vede, dungue, Viéte avanza tre obienioni:
la prima riguarda proprio la costzione grafica
adottata da Van Roomen, dioé l'uso delliperbole;
la seconda & una questione di principio, che si rias-
sume nel redlamo di Eudide e di futta la sua sovolz;
infine la terza, in verita assai anificiosa, riguarda il
fatto che le coniche sono curve che appartengono
allo spazio, mentre il problema proposta & nel
pianc. Ma perché, secondo Vigte, be coniche sono
cunve dello spazio e non del piano, come tutti sap-
piamo?

Perché Apolionio be ricava dalla sezione del cong,
in un contesto i geometria solida. Poco importa,
evidentemente, il problema delle tangenze sia
stato enunciato dalAutore delle Conache e che,
percid, @ assai probabile che proprio queste curve
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fossero usate nella soluzione originale.

Fatto sta che la critica diViéte venne universalmen-
e accettata e oggi Wan Roomen, atriment noto
come Adrianas Romanus, & appena ditato nei libei
di storia della scienza.

B mostro atteggiamento, inwece, @ completamente
diwers. La prima delle obiezioni di Vigte, quella che
riguarda I'acouratezza del tracdamentn, cade per-
ché noi siamo in grade & disegnare una cun@
qualsiasi con la medesima acomatezza con cui
disegniamo una retta o un cenchio; la seconda
obsezione cade penché non ha pil senso porsi gue-
stioni di principio; infine k2 terza obiezione cade,

E wediama, allora, come il problema si pone mello
spazio e come sia possibile nsolverlo generalizzan-
do la soluzione di Van Roomen.

Prima, perd, & doveroso gettare almeno un fugace
sguaedo sul lavoro di guanti hanno dato soluzioni,
pitn o meno complete, alla costruzione delle sfere
che toccano altre guatiro date.

Il primio & Piesre de Fermat che, in un Lavoro pulbbli-
cato postumo nel 1679, De oontactibus sphaeri-
«is"?, fomisce una soluzione dlassica, basata cioé
U riga e compasso. Fermat, tuttavia, & un astromo-
mo che non possiede il telescopao, per dida con la
metadora che ho gia proposto.

Gl strumeenti che eglil isa per rappresentare lo spa-
approssimativi, al punto che non basta il suo genio
straordinanio per fargli nconoscere la pluralita delle
soluziond, né tanto mena il loro numeno, né le even-
tuali eccezioni.

Altri contributi sono dowuti a lsaac Newton, a René
Descartes, 2 Leonhand Euler, ma non hanno miglior
fortuna. Ed amriviamo cosi, rapidamente, all'epoca

dei lumi e della geometria descrittiva.

Dwe sona i geometri che si ocoupane del problema
di Apollonio nel primo oftocento: Jean Pieme
Micholas Hachette'® e Louis Gaultier de Tour®,
Entrambe le soluzioni sono assai complesse e
afflitte, pur sempee, dalla mancanza di rappeesen-
tazioni adeguate.

Quella di Gaultier merita di essere ricordata, in pas-
ticolare, penché, al fine di consenvare I'uso esclusi-
vo della riga e del compasso, costruisoe una intera
teoria detta ‘dei radicali, nella quale wengono
poste definizioni e stabilite proprieta che sono oggi
patrimonio acquisito della geometria.

Gauitier ha infine il menito di awer riconosciuto,
finalmente, il numero esatto delle soduzioni
ammesse dal problema, che & sedici, e le condizio-
ni nelle quali e sedici sfere tangenti alle quattro
che [a costruzione di Gaultier, con le relative dimo-
strazioni, ocoupa drta cemto pagine e due tavole di
canoriche nel senso a noi noto. Percid & impassibi-
ke riassumena in breve.

La soluzione di Van Roomen si estende imece allo
spazio in modo facile ed immediato, essendo oggi
praticabide grazie alla rappresentazione informatica.
Prima di esporia, per, sara bene stabilire per le
sfere che soddisfana il problema una convenzione
analoga a quella posta per i cerchi mel piana.
Chiameremo A, B, € e D le guattro sfere date e
seremo ol indid e e i per indicare il comporta-
menin della sfera tangente rispetto a quelle date;
& segnalera il fatto che la sfera tangents tocca la
sfera data lasciandola all'esterna, i che I'abbraccia
oomprendendola al suo irterno. In guesto moda &
facile enumerare in una tabella ke sedici soluzioni
[wedi tabella a lato).
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Consideriamo ora dse delle sfere date e sezionia-
male con un piano qualsiasi del fascio che ha per
snstegwlamﬂademutuemﬂuuu

su diascuno ded piani del fascio che abbiama consi-
derato, ragion per cui i luoghi geometrici descritti
da Van Roomen si traducana, neflo spazio, in due
iperboloid di mvoluzione a due falde (fig 7). E da-
souna di queste falde & luogo geometrico dei centri
di sfere che toccano le sfere date lasciandole tutte
e due all'esteno, tutte & due all'intemo o una
all'interno e I'altra all’estemo e wviceversa.

E chiaro, percia, che costruendo gfi iperboloidi
luoge geometrico di ciascuna delle sei coppie che
possono esser formate con le quattro sfere date si
ottermanno, per intersezione, cunve con analoghe
caratteristiche in relazione al tipo, esterno finterno,
dil lwogo geometrico e che, infine, queste curve si
incontreranno neil centri deflie sfere che risobwono @
problema.

Ora i mon credo che intenessi, ai nostri fini, il det-
tagho della mstruzione, che ha solo una difficolta
di natura combinatoria, pid che geometrica.
Interessa perd ossendare un risuftato notevole,
notevole perché efficace esempio di quel passag-
gio “dal noto allignoto’, di cui parla Monge.

La costruzione si fonda, come abbiama detto, sulle
oanve intersezione di due falde confocali di iperbo-
loidi dil rivoluzione che hanna in comune un solo
fuoco e gli assi distinti. Trattandosi di superfici qua-
driche mi sarei aspettato di trovase, come risultato
deflintersezione, curve del guart'ordine e ciod
gobbe o sghembe, che dir si voglia. Invece queste
nunve sono piane e, perdid, sono iperbolil
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Ho cercato imano wna semplice giustificazione
geometrica di questo evento. Una giustificazione si
trova imvece nefla sintesi dei lawoni di Hachette
Gaultier, ma richiede una lunga disamina

Un altro esempio notevole del potere euristico
della rappresentazions & da ricercare el numero
dielle curve intersezione che, incontrandosi, identi-
ficano # centro della sfera soluzione.
Consideriamo una sola delle sfere che risolvona il
problema, ad esempio, la AiBiCeDe (fix 13).
Secondo e convezioni adottate, si tratta di una
sfera che & tangente alle sfere A & B che tiene al
propric intema, mentre toota le sfere € e D,
lasciandode all'esterno.

Ora, mon tutte le possibili curve generate dalle
intersezioni degli iperboloidi hanno senso ai fini
della nostra ricenca: ad esempio, non ha senso con-
siderare I'intersezione di una fakda luogo geometri-
o dei centri delle sfere che tengono A all'intemo
won una falda luogo geometrico dei centri dellle
sfere che tengono A alfesterno. Bisogna perci
consaderare sofo le superfici dhe sono coerenti con
lo scopo della ricerca. Per attenere il centro della
sfera AiBiCeDe, dobbiamo percid usare le falde
dei sequenti iperboloidi: AlBi, AiCe, AiDe, BiCe,
BiDe, CeDe.

Le loro mutue intersezioni debbono appartenere ad
un medesimo punto, che & il centro della sfera
AiBiCeDe, cioé la soluzione cercata,

Ora, sei superfici che si intersecano passando per
un medesimo punto danma luogo, in generale, a
quindici curve. Infatti ogni superficie taglia tutte le
n altre, meno s& stessa, b che porta a trenta
ourve, ma & a sua volta tagliata dalle altre, cid che
dimezza il numero N dellle curve, omde-

N =nin-1)] /2.

Accade, perd, che le tre falde di iperboloidi luogo
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Fig @

geometnico che nascono dai tre rami di iperboli
complanari e coerenti si tagline secondo un’unica
curva, anchiessa piana, che giace in un piano per-
pendicolare al piano defle fperbolil E poiché con
quattro punti, i centri delle sfere date, si possono
formare guattro terne, dodic delle quindic cunve si
riducono a quattro, memtre il totale delle interse-
zioni distinte < riduce a sette. Percid, possiamo
affermare che s ha la certezza dil awer trovato una
delle sedici soluzioni, quando in un punty concoe-

LUesame del problema di Apolionio e della relativa
soluzione mello spazio vituale ha dimostrato,
credo, che il moda di praticare ka geometria descrit-
tiva, nella ricerca come nellinsegnamentn, pud
essere peofondamente modificato e vorei riassu-
mere le caratteristiche dii questo mutamenta,

In primo feogo & possitale, oggi, studiare e risolvere
mente nello spazio. Gid & perfettamente in linea con
la tradizione geometrico descrittiva, che ha sempre
ficertato lo spazio, con ogni mezzn, modelli fisic
“ome: rappresentazioni stereoscopiche e anaglifit.
Per lungo tempo I'insegnamento universitario della
Jeometria desarittiva ha trasowato questa passibi-
ina. Voglio dire che noi, docenti di geometria,
Mmamm&mam
in tre dimensioni I'architettura e gli oggetti del
design, compito questo del disegno, mentre avrem-
Mo potuto e dowuty insegnare a costruire e soku-
Zioni di problemi geometrid, a modellare le super-
fici e studiame le proprietd, attraverso I'esperienza
digitale. Avremmo dowuto, per dila ancora una
volta con Monge, concentrare i nostri sforzi sul

lo che fomisce continui esempi del passaggio dal
rota all'ignoto e che, come mezzo di ricerca della
werita, ha un inestimabie valore formativa, perfino
da un punto i Wista squisitamense etico.

In secondo fwogo & possibile, ogagi, tracdare i dise-
gni che abitano lo spazio vituale, con una acowa-
tezza dell ordine del millesimao di millimetro e com-
pme,mlleﬁume-gemﬂne.mepimme-
nimentazioni, quale il riconoscmento di fome
attraverso gli strumenti di analisi statistica di cui i
programmi sono dotati. Questo tipo & analisi &
anche un validissimo banco di prova per gli stns-
menti della appresentazione digitale (hardware e
software). Riguardo alle imprese produttrici del
software, noi dobbiamo cessare dal noolo di sem-
plici fruitor, per cercare un rapporto dhe sia colla-
borativo e finalizzato alla costnazione di strumenti
di walidita generale. Mi riferisco alla cattiva abitu-
dine dei produttori di individuare un tanget, come
ad esempio il disegno d'architettura, per fomire poi
soluzioni bell’e pronte, scatole di montaggio dove
la costnazione, nel senso dell'ideazione e del pro-
getho, viene mortificata,

Lo strumento base, dowrebbe essere imvece un
semplice modellatore matematico per @ oontrollo
metrico della forma e un modellatore numesico o
pofigonale per i comtrollo formalie. Il rapporto con
le imprese produttric del software dovrebbe andhe
jportare, ma sta a noi chiederlo, quella unificazions
wei termini che gia auspicava Brunhes, all'inizio def
Novecento.

in terzo luoga, noi dobbiama rivedere i nostri trat-
tati di geometria descrittivac | metodi di rappresen-
tazione digitale, sia matematica che mumerica o
poigonale, debbono trovare posto accamto ai
metodi grafici tradizionali, mettendo in evidenza
non Iimmagine dhe ciascun metodo produce, dhe
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intersecana, se ooerend, in pund che sona d centro delle sfere cencate

non & pith Nellemento identificativo del metodo, ma
I'usa al quale il metodo stesso & destinato. In que-
500 serso esiste una analogia stretta tra la model-
lazione numerica e la prospettiva, tra il rendering e
la teoria delle ombre e del chiaroscuro, cosi come
esiste una stretta analogia tra il metodo delle pro-
iezioni ortogonali e fa rappresentazione matemati-
ca. Infine, la ricercac la ricerca pura di nuove solu-
ziani, pil semplici perché pili generali accogliendo,
anche qui, Iinvita di Fedler e Brunhes, il che signi-
fica, poi, rileggere aiticamente, ridiscutere, ridise-
gnare quel grande patrimonio di cstura geometri-
€a che la storia ¢ ha tramendato, dall’antichita a
ttha I'Ottocento.
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Note

" Wilhelm Fiedler, rattato of Geometria Descrintiva del Dr.
Gugielma Fedler, tradotio dallingeg. Antoni Sayno &
dall Dott. Emestio Padova, Frenze Le Monnier 1874 ('edi-
Zione originale & del 1871, In relazione a quarto pima si
& detto sul carattere inberdicipinare della geometria
deswittva si noti che Fiedler & un matematicn, mentre i
Su0i tradution sono prodessori di Scenra delle costruzio-
nil @ Meccanica razionale, rispettivaments.

T EGM., Géométrie descriptive, Tours - Paris 1920, | fra-
telli lasaliani usavano firmare le loso opene con le iniziali
ded loros superione. Per questo motiva, le precedenti edi-
sioni & questo importante manuale dells fine dell'otio-
centn, sono firmate F | —C, nel 1877, FL nel 1893, &
finalmerte FIGM., vale a dine Fratel Gabrel Marie, dal
1509 2l 1920, dato che I'Autore, in qued perioda, era egli

mamﬂhmﬁ&ﬂm#%ﬁﬁﬂ

Gabriel Marie era Edmond Branhes (1834-1916).

3 (ke Gaspard Monge, Géométrie Descriptive, Leqons

données 2w Booles Mormales, e 3 de ks République,
par Gaspard Monge, de [I'lnstaut national, Paris

mmnumwnl

& Cfr. Gimo Fano, Lezioni of Geomeina desoittiva, date nel

& Politecnico di Toring, Toring Paravia, 1925 (terza edizio-

nel, n. 120, p 118,

s (. Gino Loria, Poliedh, curve e superfice, secondo i

metods della Geometria Descrietha, Milano Hoepli 1512,

u,1lp.31 Loria porta questa COSLZIONE (OME Esempio

1935.
a{tuurgelma].wﬁ

7 Joseph Bertrand, nella edigione del 18908 dei suoi
la dlasse defle sezioni cincolani del toro che si ottengona
con il piano bitangente ‘empiricamente’, cog, immagina,
facendo un disegno. Tettavia questa notizia i ‘prima
mang’, venne sconfessata dal protagonista qualdhe anno
péi tandi, quando riferi d'awer trovato questa proprietd
attraverso indagini & carattens analitico. Probabdmente
le due wersioni $0n0 entrambe vere: prima viene il sugge-
nmento dell intuizione che & awale del modelio & delle
s 3, ool Nindagine ¢ ko verth it

& Ui Guady Castelnuown, [esioni df gepmetria analitica,
Socetd Editiice Dante Alighieri, Cittd di Casbello 1969,
Ledizions consultata & |a sedicesima di un opera nata nel
1903 e contiens una importante appendice storica dedi-
cata @ problemi della geometria elementare, alla lor
classificagione e risolubility per mezro della riga, del
compasso e di altri strumenti, reali, come Ea riga 2 due
o, o del tutte teonic. In 12 modo Castelnuove nende
womto di una ricenca antichissima, che muove dal proble-
ma di Defo per approdare alla costruibilith deil pofigoni
regolari e ai relativi teonemi di Gauss.
% Cfr. Lorenza Masdheroni, L3 geometria del compasso,
Pavia Galearss 1797. Masdherons ita la diwisione dei
quadkanti astronomici proposta da Graham e Bind
1atto uso della riga, ma del solo compassa. Il raccamen-
o di ena riga, infatt, porta con sé un'incertezza dovuta
allo scomimento della punta & alla forma non perfetta
della riga shessa Wl compasso, invece, non & SogQettn 3
peeste difficolta e mantenendo fissa l'apertura e finsssi-
Joni_

15 Cfr. Jean Piemre Nicholas Hachette, Traité de Géoméne
Desanptive, comprenant Les Appiications de ceffe géome-
frie aux omibves, & k3 perspective et 3 la stéréotomse, Pans.
‘Cortry 1828, Livre Second, Cap. I, Probleme W, pag. 147.

1 (e FGM. [1920], Op. GE, Tome I, Chapese HI, . 792,
pag. 470,

1 Pappd Alexandrini Mathematicae Collextiones A
Federico Commanding Urbinate in Latinum conversae, et
commentaniis dlustratae. Pisaunum, apod Hieromymum
Concordiam, M.DUUOONVIL Esiste anche una edizione
immediatamente successiva, in Venezia 1589, e una pit
tanda in Bologna 1660

3 Probéema Apolionizcum, Adrianam rmanum Qonsirc-
tum, Wincebungi 1596,

2 | teorema di Dandeln (1822), noto andhe come teore-
ma di Dandelin-Quetelet, svela be proprieta dei punti di
1N conica, rispetto ai Beochi, utilizzando wna oxstrazions:
tanto semplice quanto elegante. Sull'ongine di questo
reorema e walla sua attribuzione si pud beggene Mawventy-
rosa biografia di Pemme Germinal Dandefin [1734 - 1847),
sarista dal suo collaboratore e amioo AD. Quetelet (1796 _
1874), Soences Mathsmatigues et phiigues au com-
mencement du XL siécle, Brusozlles 1867, p. 144 ¢ segg.
15 Frangoes Wikte, Apollonius Gals sew, Ecsosctata
Apollonii Pergael mepy Evopedy Geametria, Ad W C A R

Parigi 1600.

18 Traduzione di Marco Fallavollita & Gueeting Sculki. M.
Fallavolita # & o in Filolocia. Linguistics o
Letteratura alla Sapienza’; G. Sculli & dottorando in
Fosofia presso fa seconda Universitd di Roma a Tor

Vergata.

17 (. E. Brassine, Précis des Qeovres Mathématiques de
P Fermat er de MAnghmetique de Diophante;, Tobouse
1853,

1® Jean Pheme Nicholas Hachette, Comespondance sur
IMécode impériale polytechoique, 4 lusage des Séves de
ceffe école par M. Hachette, Paris Imprimerie de H.
Pemoneau 1308-1816.

19 Louis Gaultier di Tours, Mémoaire Sur les Moyens geéné-
raux de construire graphiquement wn Cercle dederming
par ot conditions, ef une Sphéne defermingde par guatre
conditions, ku 3 L2 premigne Classe de Mnstitut, ke 15 hsin
1812, Journal de NEcole polytechinique, XV, 124 - 214.
® Una gustificazions & st2ta trovata nella sintesi dei
lavori dil Hachette Gaultier, da Fedesico Fallavollita, alie-
wo del Dottorabo in Scenze della rappresentazione e del
nibevn, alla Sapienza’ — Universita & Roma. Questo lavo-
o 5i comiuga con um altng, analogo, di Leonardo Baglioni
sulle redazioni trovate da Edwand Kasner (V903 tra i cer-
chi dhe possone essere 0ostrUES in tangesza a due cenchi
Kasmer, The apolfonian problem in space, The American
mathematical monthiby, X, 6-7, 1903

o Cfr Imre P3l, Géométrie descriptive, avec figores en
retie par les anaghphs, Lausanne — Paris 1964 (terza edi-
Zione).
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